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El presente articulo es un reporte del cambio efectuado en la metodologia de ensefianza y aprendizaje
del tdpico Distribuciones Probabilisticas Aproximadas, en el marco de la asignatura Probabilidad y
Estadistica, dictada en las carreras de grado la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional de
Entre Rios, Argentina. Con intenciones de alcanzar mejores procesos de aprendizaje se realizaron dos
instrumentos de ensefianza en GeoGebra que fueron utilizados tanto en la clase tedrica como en la
préctica para resolver una serie de situaciones probleméticas. Se percibe que la actividad posibilitd
espacios en los cuales el estudiante debi6 cuestionarse la implementacion de ciertas metodologias de
resolucién, que habitualmente desarrolla de manera mecanica sin preguntarse si los procedimientos
empleados se alinean con los fundamentos teoricos.

MOTIVACION

Probabilidad y Estadistica es una asignatura del segundo afio de las carreras de Bioingenieria,
Licenciatura en Bioinformatica, e Ingenieria en Transporte, en la Facultad de Ingenieria de la
Universidad Nacional de Entre Rios, Argentina. El presente articulo es un reporte del cambio efectuado
en el afio 2021 en la metodologia de ensefianza y aprendizaje de un contenido del programa analitico.

En el dictado de la asignatura y luego de abordar el Teorema Central del Limite, es inmediato
el desarrollo de la distribucion Normal como limitante de la distribucion Binomial y de Poisson bajo
ciertos requerimientos tedricos. Si bien en la practica son abordadas diferentes actividades de aplicacion,
se percibe que los estudiantes no logran ver la importancia de la herramienta ni tampoco vislumbran la
pertinencia de su implementacion a la hora de resolver problemas concretos.

A la luz de lo antes expuesto, la accidon seguida ha sido generar un recurso y una serie de
actividades tendientes hacia un mejor aprendizaje de los contenidos de las Distribuciones Probabilisticas
Aproximadas: distribucion Normal como una aproximacion a la distribucion Binomial y a la distribucion
de Poisson, y Poisson como aproximacion a la Binomial.

FUNDAMENTACION

Dadas las caracteristicas de la época que transita la sociedad hoy en dia, incorporar la tecnologia
a los procesos de ensefianza y aprendizaje cobra vital importancia. El agregado de las Tecnologias de la
Informacién y la Comunicacion (TIC) a las tareas de ensefianza provoca una interaccion préxima con el
estudiante, desarrollando habilidades en el campo tecnoldgico e informatico fortaleciendo los entornos
de aprendizaje (Rodriguez Uribe, 2017).

Por esta razon, afadir las TIC mediante un correcto disefio de los materiales y los recursos,
marca una gran diferencia en el uso activo que hara el alumno de ellos, caracterizandose por un mayor
atractivo y quizas potencie ain mas el aprendizaje si proporcionan interactividad (Gdmez Mellado y
Marin Trechera, 2010).

Siguiendo a Pea (citado en Insunza, 2015), la tecnologia que ofrecen hoy las computadoras y
los dispositivos mdviles, cuando son utilizados de manera adecuada, tiene la capacidad de generar
cambios estructurales en el sistema cognitivo de los alumnos. Adhiriendo a las palabras del mencionado
autor, las computadoras se conciben como extraordinarias herramientas cognitivas por ser el medio que
ayuda a trascender las limitaciones de la mente en el pensamiento, en el aprendizaje, y las actividades
de resolucién de problemas. Permiten al estudiante pensar matematicamente, operando no solo con
nameros, sino también con simbolos, almacenando y manipulando objetos, para luego elaborar
interacciones entre ellos. Es de esta manera, que el aspecto representacional y de calculo de la tecnologia
posibilitan el desarrollo de imagenes visuales de los conceptos y sus conexiones, que les puede ayudar
a los estudiantes a elaborar imagenes mentales correctas y comprender de forma adecuada las relaciones
subyacentes entre diferentes objetos matematicos.

En palabras de Duval (como se cita en Mercado Martinez, 2013), se dice que un estudiante
comprende un concepto matematico, cuando es capaz de representarlo en al menos dos registros de
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representacion. A la hora de elegir un software para las clases de Matematica, el software libre GeoGebra
es ampliamente utilizado en muchas areas como Geometria, Algebra y Calculo, en diferentes niveles
educativos, y se caracteriza principalmente por integrar tres diferentes registros de representacion que
se pueden usar simultineamente, cuando se desarrolla una actividad de aprendizaje, estos son:
algebraico, gréfico, y hoja de calculo (Mercado Martinez, 2013). Se entiende que esta es una cualidad,
pues el manejo de maltiples formas de representacion dindmica e interactiva enriquece el significado de
los conceptos matematicos mostrados a los estudiantes (Batanero, 2001). El disefio del software
GeoGebra permite que el usuario sea participe en la construccién de su propio conocimiento al
interactuar con las diferentes componentes y representaciones.

Otra ventaja del uso de GeoGebra reside en el disefio y la implementacion de instrumentos de
ensefianza creados en él, ya que es posible crearlos y aplicarlos en poco tiempo, con una formacion
bésica y sin conocimientos avanzados sobre su manejo, obteniendo resultados vistosos.

Un rasgo distintivo de este software es que brinda la posibilidad de enlazar dinAmicamente
gréficas, formulas algebraicas, y entradas de la hoja de calculo en forma simultanea, siendo visibles
sobre una misma pantalla. Destacando que, en el area de Probabilidad, cobran relevancia la hoja de
calculo, la ventana de graficacion, la calculadora de probabilidades, y los deslizadores (Insunza, 2014).

Las distribuciones de probabilidad tienen representacion simbdlica, grafica, y numérica. Sin
embargo, el enfoque tradicional de ensefianza focaliza en el calculo de probabilidades recurriendo a la
representacion numeérica (tablas de probabilidad) y simbdlica (férmulas de la distribucion), prestandole
escasa relevancia a la representacion grafica, que ayuda a visualizar importantes propiedades de las
distribuciones, como lo son la tendencia central, la forma, y la variabilidad.

Un acercamiento mas integral a las distribuciones teéricas debe incluir, segun Insunza (2014)
ademas del calculo de probabilidades, el analisis de la extension de la distribucion a través de su grafica,
los valores mas 0 menos probables, y el efecto de los parametros en las propiedades de las distribuciones.
A partir de esto, se deduce que la implementacién de GeoGebra en las clases de Probabilidad y
Estadistica puede aportar al aprendizaje de las conceptualizaciones de la asignatura en un entorno de
accion diferente, promoviendo la exploracién, la experimentacién, el desarrollo de ideas, y las
habilidades de los estudiantes (Moreno y Felipe, 2014). Se menciona que la catedra ya comenz6 a
implementar instrumentos de ensefianza en GeoGebra, mostrando la aplicabilidad del Teorema de Bayes
en el calculo de Sensibilidad y Especificidad de pruebas diagnésticas, a través de la competencia de
resolucion de problemas (Kohan y Battisti, 2019).

METODOLOGIA

Se construyeron dos instrumentos de ensefianza en GeoGebra que luego fueron subidos al
repositorio de libre acceso de dicho software (https://www.geogebra.org/).

En la Figura 1 se aprecia el recurso interactivo disefiado para la distribucion Binomial (también
disponible en https://www.geogebra.org/m/gjérwmmw). En él se puede apreciar el grafico de las
probabilidades puntuales para la distribucién Binomial de parametros n'y p,y las casillas que permiten

tildar la representacion de la distribuciébn Normal con la media g=np y desvio estandar

o =4,/np(1-p), ademas del grafico de probabilidades puntuales para la distribucion de Poisson con
parametro de intensidad A =np. Aqui es valido aclarar que las distribuciones discretas corresponden

ser representadas con un conjunto de segmentos de recta dibujados en los valores de x con longitudes
que representen la probabilidad para cada valor, sin embargo en muchas otras ocasiones es frecuente
encontrarlas representadas por histogramas de probabilidad en los cuales cada rectangulo tiene base
unitaria que se extiende desde x—0,5 hastax+05y cuya altura es la probabilidad en ese punto. De
esta forma, el area de cada rectangulo es simplemente la probabilidad para dicho valor (DeGroot, 1988;
Johnson y Kuby, 2012; Walpole et al., 2012). Dada la imposibilidad de realizar otro tipo de gréafico en
GeoGebra, hemos utilizado histogramas de probabilidad para las representaciones de las distribuciones
Binomial y Poisson.
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Figura 1. Vista del recurso interactivo disefiado en GeoGebra para la distribucion Normal y Poisson
como limitantes de la distribucion Binomial

Es sabido que puede emplearse la distribucion de Poisson para aproximar probabilidades
binomiales cuando la cantidad de ensayos es un nimero muy grande y p, o el nimero (1— p), se acerque

mucho a 0. Y ademas también es posible recurrir a la distribucion Normal cuando n es lo suficientemente
grande, tomando como lineamiento que ambos productos np y n(1— p)sean de al menos 5 unidades.

A partir del recurso en GeoGebra, es sencillo mostrar a los estudiantes qué ocurre al cambiar los valores
de n y p comparando las gréficas de la distribucion exacta Binomial con las dos distribuciones
aproximadas, evaluando su pertenencia en cada caso.

A modo de ejemplo, se exhibe la vista del recurso con la gréafica de una distribucion Binomial
con n=550 y p=0,25 en color azul, la correspondiente curva normal en rojo, y la representacion de

la distribucion de Poisson con la misma media, en color rosado (Figura 2). Es de notar que aproximar
mediante Poisson no seria adecuado puesto que la probabilidad de un éxito no es lo suficientemente
pequefia. Graficamente se puede apreciar que el histograma de probabilidad rosado difiere bastante del
diagrama azul propio de la distribucion exacta. Por el contrario, al ser grande la cantidad de éxitos y los
productos npy n(1- p)mayores que 5 unidades, es correcto emplear la distribucion Normal como

aproximacion de esta distribucion Binomial, percibiendo que el area de los rectdngulos azules y el area
bajo la curva Gaussiana son similares (Johnson y Kuby, 2012).
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Figura 2. Vista del recurso para la distribucion con Binomial con n=550 y p=0,25

Otro es el caso cuando se tiene una distribucién Binomial con n=700 y p=0,006 (véase

Figura 3). Al ser p cercano a cero y n grande, la aproximacion de Poisson es la adecuada, y graficamente
las distribuciones de probabilidad puntual son similares, apreciando que el histograma de probabilidad
de la Poisson (rosado) es practicamente igual que el de la distribucion exacta (azul). Sin embargo, la
aproximacion por la distribucion Gaussiana no es una alternativa adecuada puesto que uno de los
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productos np y n(1- p) es inferior a 5 unidades, hecho que también se distingue en el recurso, al ver
las grandes diferencias entre las gréficas de la distribucién exacta y la curva normal.
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Figura 3. Vista del recurso para la distribucion con Binomial con n =700 y p=0,006

Para la elaboracion de este instrumento en el software GeoGebra, se comenz6 incorporando dos
deslizadores en la vista grafica: uno para la probabilidad de un éxito (p) y otro para la cantidad de
ensayos (n) de la distribucion Binomial. Siendo la principal cualidad de esta herramienta que el usuario
puede, moviendo el cursor, cambiar dicho valor y observar como en un esquema estas variaciones alteran
total o parcialmente dicha estructura. Posteriormente, con la Barra de entrada al pie de la pantalla de
GeoGebra se ingresa con el comando DistribuciénBinomial( <Numero de ensayos>, <Probabilidad de
éxito> ) la gréfica de la distribucion Binomial, fijandose como pardmetros los objetos n'y p que se
crearon en el paso anterior. Luego, se afiade también por la barra de entrada y en forma de objetos
dependientes, los nimeros x y o calculados a partir de los valores de los objetos n y p. Después, se
ingresa el comando Normal( <Media>, <Desviacién estandar>, x, <Acumulada (true/false)>)), siendo
la media y el desvio los objetos  y o, respectivamente, e indicando “false” para que grafique la
funcidn de densidad de la distribucion Normal. La funcion que origina esta grafica es luego vinculada a
través de una casilla de control que brindara la posibilidad al usuario de mostrar la curva cuando esté
tildada, u ocultarla en caso contrario.

De un modo similar, se agrega el comando Poisson( <Media>, <Acumulada (true/false)>) en
la Barra de entrada, estableciendo como media el valor del objeto 1z y “false” para que grafique la

distribucién de probabilidad puntual de la distribucion de Poisson. Inmediatamente, se asigna dicha
funcion a otra casilla de control.

Para culminar el proceso de construccion se agregan textos dinamicos con los nombres de las
distribuciones y sus parametros, que varian al mover los deslizadores, y se edita la vista grafica para que
sus dimensiones se ajusten a los valores variables de n y p, sin entorpecer el objetivo del recurso. En
efecto, se establece mostrar la porcion del plano con abscisas en el intervalo (z—3c; u+3c), escrito

en funcion de los objetos antes declarados, y las ordenadas acotadas superiormente en g( )+ 0,01,
siendo g la expresion de la funcion de densidad de la distribucion Gaussiana y g( ) el valor méximo

de la misma.

Con una serie de pasos similares, se estructurd el otro instrumento de ensefianza (Figura 4) que
consistié en un recurso interactivo ideado para la distribucion de Poisson (puesto a disposicion del
publico en https://www.geogebra.org/m/g7bggzts). En él se observa el grafico de las probabilidades
puntuales para la Poisson con pardmetro de intensidad A, en color violeta, y las casillas que permiten

tildar la representacion de la distribucion Normal con u=1 'y o=+, en color rojo. Basandose de

este recurso, es facil mostrar que la aproximacién es buena cuanto mayor sea el valor de 4, notando que
ambas gréaficas determinan areas similares, conforme aumente dicho parametro.
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Figura 4. Vista del recurso interactivo disefiado en GeoGebra para la distribucion Normal como
limitante de la distribucion de Poisson

En la clase tedrica se abord6 el tema mostrando la aplicacién del recurso. Al estudiar los
diferentes teoremas que permiten llevar a cabo las aproximaciones correspondientes, les fue intuitivo a
los estudiantes mover los deslizadores y observar lo ocurrido con las graficas, ejemplificando las
generalizaciones postuladas.

Luego del desarrollo tedrico, la primera mitad de la clase de préactica consistio en resolver los
clasicos ejercicios de aplicacién que cominmente se encuentran en los textos universitarios, agrupando
las actividades segun el tipo de aproximacion que debia utilizarse para efectuar los calculos de
probabilidades, poniendo el foco en las llamadas correcciones por continuidad cuando se recurre a la
distribucién normal para aproximar distribuciones discretas.

En la segunda mitad de la clase practica correspondiente se presentaron una serie de situaciones
problematicas diferentes a las ya trabajadas en las cuales los estudiantes debian no solo computar las
probabilidades sino también evaluar la pertinencia y el porqué de aplicar la distribucién aproximada
mediante los instrumentos brindados. Es alli donde precisaron de una lectura adecuada de los problemas,
extrayendo los principales datos de la distribucion exacta, e incluso viendo si correspondia o no valerse
de alguna de las herramientas brindadas mediante el recurso interactivo. En esta instancia, los
estudiantes no fueron guiados por el docente sino que se vieron en la necesidad de ser ellos mismos los
protagonistas de la clase. De este modo, el accionar del profesor se vio restringido a cerrar las
actividades, organizando la puesta en comun de los procedimientos de resolucién puestos en juego por
los jovenes para resolver las actividades. A continuacion, se detallan algunas de las situaciones
problematicas que trabajé el estudiantado.

e Problema 1: El Ministerio de Salud esta interesado en estudiar el nimero de ablaciones que se
realizan anualmente en la provincia de Entre Rios, siendo que en afios anteriores se han realizado
en promedio 38 de tales procedimientos. Calcule la probabilidad de que en el afio en curso ocurran:
(a) entre 32 y 40 ablaciones en la provincia, ambos extremos inclusive; (b) al menos 19 ablaciones
en nuestra provincia; (c) a lo sumo 48 ablaciones en la provincia.

e Problema 2: Una central de datos tiene 1000 unidades de disco. Suponiendo que una unidad de disco
falle en un dia dado con una probabilidad de 0,002. Se pide: (a) Calcule el nimero promedio de
unidades de disco que fallan a diario. (b) Obtenga la probabilidad de que en un dia sucedan entre 2
y 7 fallas, ambos extremos inclusive. (c) Halle la probabilidad de que en un dia ocurran s6lo 5 fallas.

e Problema 3: Un gran sistema cuenta con 10 000 unidades de disco, en las que cada una tiene la
misma probabilidad de falla que en el problema 2. Determine: (a) la probabilidad de que en el
sistema fallen menos de 25 discos. (b) la probabilidad de que en el sistema fallen solo 29 discos.

e Problema 4: La calidad de los discos de computadora se mide por el nimero de pulsos faltantes.
Una determinada marca es tal que el 80% de los discos producidos no tienen pulsos faltantes. Si se
inspeccionan n discos de esta marca y se contabilizan la cantidad X de ellos que no tienen pulsos
faltantes, analizar: (a) si se inspecciona n =20 de estos discos, ¢cual es la probabilidad de que al
menos 13 discos no presenten pulsos faltantes? (b) si se inspeccionan n=160 de estos discos, ¢cual
es la probabilidad de que entre 115 y 125 discos no presenten pulsos faltantes, ambos extremos
incluidos?
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RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Se efectu6 una comparacion de los resultados alcanzados por los estudiantes en los problemas
evaluados de este contenido en los examenes parciales antes (2020) y después (2021) de haber aplicado
la metodologia. Atendiendo que este tipo de problema equivale a 25 puntos de los 100 del examen
parcial, se contrastaron las notas del grupo del segundo cuatrimestre 2020 (ny =36;x; =11,2;S1 =7,5) con

las correspondientes al grupo del mismo periodo en 2021 (n, =41;x, =163;S, =66 ), detectando
diferencias significativas entre las medias (ty,s =3,179; p —value =002 ), Y siendo mayor en este ultimo

conjunto. Si bien los resultados son parciales por no considerarse exactamente los mismos estudiantes,
la informacion habilita al equipo de catedra a continuar implementando estos recursos interactivos en el
presente afo.

Se percibe que la actividad posibilit6 espacios en los cuales el estudiante debi6 cuestionarse la
implementacion de ciertas metodologias de resolucion, que asiduamente desarrolla de manera mecéanica
sin preguntarse si los procedimientos empleados se alinean con los fundamentos tedricos.

Se cree que a pesar de que GeoGebra es un software avidamente usado para Algebra y
Geometria, la propuesta enmarcada brinda un aporte metodol6gico que busca contribuir a la
comprension de conceptos probabilisticos a partir de una herramienta tecnoldgica de distribucion libre.

No obstante, frente a la masividad de actividades y propuestas de ensefianza mediadas por TIC,
se adhiere al posicionamiento de nunca anteponer la tecnologia a la pedagogia (Gamez Mellado y Marin
Trechera, 2010), contemplando que las nuevas herramientas son un medio para mejorar los procesos de
ensefianza de aprendizaje y no un fin en si mismo. Por lo cual es tarea de este grupo docente continuar
pensando en implementaciones pertinentes de la tecnologia que aporten de manera efectiva valor
agregado a las actividades planificadas para alcanzar buenos resultados de aprendizaje en los
estudiantes.
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