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En Educacion Estadistica se ha enfatizado promover gradualmente el razonamiento inferencial
utilizando resultados obtenidos en las ultimas dos décadas sobre la exploracion y promocion del
razonamiento inferencial informal y conectandolo con las ideas clave del razonamiento inferencial
formal. En este trabajo presentamos una propuesta general de niveles progresivos de razonamiento
inferencial, a partir de propuestas previas de niveles de razonamiento inferencial sobre los estadisticos
chi-cuadrada y t-Student. Para ello, se ha recurrido a criterios epistemologicos recuperados mediante
un estudio historico-epistemologico sobre los estadisticos mencionados y a las directrices didacticas
otorgadas por la literatura de Educacion Estadistica. Los niveles propuestos pueden utilizarse tanto
para caracterizar el razonamiento inferencial de estudiantes y profesores, como en el disefio de
actividades que promuevan el razonamiento inferencial.

INTRODUCCION

En los ultimos afios se ha observado que la inferencia estadistica ha cobrado relevancia para los
curriculos de diversos paises, tal es el caso del curriculo de matematicas de educacion media de Chile.
En este curriculo se han incorporado topicos de inferencia estadistica en tercero y cuarto medio (grados
11y 12), y se espera que el estudiante pueda realizar inferencias mediante las pruebas de hipotesis y los
intervalos de confianza para la media de una muestra o la diferencia de medias utilizando las
distribuciones normal y #-Student (Ministerio de Educacion de Chile, 2019). Sin embargo, nos
cuestionamos si los estudiantes y profesores se encuentran preparados para afrontar la ensefianza de
topicos de inferencia estadistica en este nivel educativo. Las dificultades que tienen los estudiantes al
enfrentar problemas de inferencia en el nivel universitario han sido ampliamente documentadas, en ellas
se destacan el nivel de significancia, los errores tipo [ y tipo II, el planteamiento de las hipotesis
estadisticas, el valor-p y las distribuciones muestrales (e.g., Batanero et al., 2012; Garfield et al., 2008).

Para afrontar estas dificultades se ha propuesto, por una parte, aproximarnos a la inferencia
estadistica desde una perspectiva informal, denominada razonamiento inferencial informal (RII; e.g.,
Makar y Rubin, 2009; Zieffler et al., 2008) y, por otra parte, promover el razonamiento inferencial
formal (RIF; e.g., Makar y Rubin, 2018; Pfannkuch et al., 2015). Las investigaciones han hecho
distinciones entre el RII y el RIF, refiriéndose a este ultimo razonamiento como aquel que utiliza
métodos formales de inferencia estadistica. Sin embargo, tal y como lo sefialan Bakker et al. (2008), las
técnicas consideradas informales para la inferencia estadistica pueden ser consideradas formales en otras
areas o en los momentos previos a la ensefianza de la inferencia. En este sentido, consideramos que es
necesario desarrollar propuestas que permitan explorar y desarrollar progresivamente el razonamiento
inferencial. Asi, en este trabajo presentamos una propuesta general de cuatro niveles progresivos de
razonamiento inferencial que integra aspectos epistemoldgicos y didacticos, y los cuales avanzan
progresivamente en grado de formalidad (de lo intuitivo a lo formal) y generalidad (particular-general).
Esta propuesta se realiza sobre la base de los indicadores y directrices de niveles de razonamiento
inferencial particulares para los estadisticos chi-cuadrada y #-Student.

MARCO TEORICO-METODOLOGICO

Para el desarrollo de esta investigacion se utilizaron herramientas teérico-metodologicas del
enfoque ontosemiotico del conocimiento y la instruccion matematicos (EOS; Godino et al., 2007, 2019).
Destacamos la nocion de practica matematica que es definida como “toda actuacion o expresion (verbal,
grafica, etc.) realizada por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la solucion
obtenida, validarla o generalizarla a otros contextos y problemas” (Godino y Batanero, 1994, p. 334).
En las practicas matematicas intervienen y emergen objetos matematicos, los cuales son representados
de forma textual, grafica, oral o incluso gestual. De los sistemas de practicas matematicas emergen seis
tipos de objetos matematicos, denominados objetos matematicos primarios (Godino et al., 2007, 2019).
Por su parte, el significado de un objeto matematico es entendido como un sistema de practicas que
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realiza una persona o una institucion para resolver determinado tipo de situaciones-problemas en los que
interviene un objeto matematico (Godino y Batanero, 1994). Asi, un objeto matematico, por ejemplo, el
estadistico #-Student, puede tener diversos significados que dependen del sistema de practicas utilizado
para resolver un tipo de situaciones-problemas.

En el EOS el razonamiento se asume como un macroproceso social y epistémico, en el cual se
utilizan los objetos matematicos primarios para resolver situaciones/problema (Lugo-Armenta y Pino-
Fan, 2021b). Entonces, un individuo da cuenta de su razonamiento en la medida que emergen de forma
sistematica y progresiva los objetos matematicos primarios vinculados a un determinado objeto
matematico (e.g., la -Student). Asi, los objetos matematicos primarios involucrados en la practica
matematica dan cuenta del razonamiento inferencial informal, pre formal o formal movilizado.

El paradigma metodologico del estudio es de caracter cualitativo, debido a que se identificaron
una serie de elementos epistémicos, con el uso de las nociones del EOS descritas anteriormente (e.g.,
objetos matematicos primarios: representaciones, conceptos/definiciones, propiedades/proposiciones,
procedimientos, y argumentos), que permitieron junto con las investigaciones de educacion estadistica
construir niveles de razonamiento inferencial de lo informal a lo formal.

CONSTRUCCION DE LOS NIVELES DE RAZONAMIENTO INFERENCIAL

A partir de los matices epistemologicos identificados en los significados de los estadisticos chi-
cuadrada y #-Student, mediante el estudio historico-epistemologico, y los aportes de la literatura de
educacion estadistica sobre el RII, el RIF, la transicion del RII al RIF, y de los estadisticos sefialados,
fue posible definir criterios o descriptores para cada uno de los cuatro niveles propuestos para los
estadisticos mencionados. A continuacion, por cuestiones de espacio, presentaremos Unicamente
algunos aspectos clave y la intencionalidad de los cuatro niveles progresivos de razonamiento inferencial
para el estadistico chi-cuadrada y 7-Student.

Niveles de Razonamiento Inferencial Para el Estadistico Chi-Cuadrada

Para la construccion de los niveles de razonamiento inferencial para el estadistico chi-cuadrada,
se consideraron los matices epistemologicos de doce significados parciales identificados para el
estadistico chi-cuadrada (Lugo-Armenta et al., 2021): (Nivel 1) el método de intercomparacion y el
método grafico para conjeturar si un grupo de datos sigue una distribucion normal, coeficiente de
asociacion Q para conjeturar si existe asociacion entre dos variables; (Nivel 2) estadistico chi-cuadrada,
grados de libertad, distribucion chi-cuadrada, la probabilidad para interpretar los valores obtenidos con
el estadistico chi-cuadrada, identificacion de la hipotesis nula y su planteamiento en lenguaje natural;
(Nivel 3) factor de correccion de continuidad, distribucion asintotica, significancia como un limite,
estadistico tedrico con respecto a cierta probabilidad y grados de libertad y, regla de decision intuitiva;
(Nivel 4) planteamiento de las hipdtesis en lenguaje simbdlico y natural, regla de decision, valor-p, valor
critico.

Asimismo, en nuestra propuesta retomamos aportes de la literatura cientifica de Educacion
Estadistica, de los cuales destacamos aspectos tales como la visualizacion, interpretar las conclusiones
en el contexto del problema, la 16gica de las pruebas de hipotesis, incertidumbre, planteamiento de las
hipotesis nula y alternativa en lenguaje natural, distribucion de probabilidad mediadas por recursos
tecnologicos, estadistico-parametro, valor-p, nivel de significancia, criterio de decision, los errores tipo
I y tipo II, concepcion de asociacion e independencia. En la Tabla 1 se describe brevemente la
intencionalidad de cada uno de los niveles propuestos.

Esta propuesta ha sido considerada para el estudio de los niveles de razonamiento inferencial
asociado a las practicas de profesores de matematicas cuando resueclven problemas de inferencia
estadistica sobre la chi-cuadrada, y como resultado se logré observar su utilidad y sus potenciales usos
para el desarrollo progresivo del razonamiento inferencial (Lugo-Armenta y Pino-Fan, 2021a).

Niveles de Razonamiento Inferencial Para el Estadistico t-Student

Al igual que en la propuesta anterior, utilizamos las directrices de la literatura cientifica en
Educacion Estadistica, donde ademas de las ya mencionadas en la propuesta de niveles anterior
destacamos el tratamiento de la media y la dispersion, y los objetos matematicos primarios y procesos
identificados en cada uno de los doce significados parciales resultantes del estudio historico-
epistemolégico sobre el estadistico 7-Student, para caracterizar cuatro niveles de razonamiento
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inferencial para este estadistico. En la Tabla 2 recogemos la intencionalidad de cada uno de los cuatro
niveles de razonamiento inferencial para el estadistico #-Student.

Tabla 1. Resumen de los niveles de Razonamiento Inferencial para el estadistico chi-cuadrada

Nivel 1 Los indicadores de este nivel se corresponden con un razonamiento inferencial informal y se
caracterizan por el uso que se le da a la visualizacion (e.g., forma, dispersion, amplitud de los
cuartiles, mediana y sesgo) y al tratamiento de datos bajo técnicas intuitivas (e.g., método
grafico, coeficiente de asociacion y probabilidad condicional) para la bondad de ajuste e
independencia para realizar conjeturas fundamentadas.

Nivel 2 Este nivel se considera pre formal debido a que algunos indicadores tienen rasgos del RII. Los
indicadores clave de este nivel refieren al reconocimiento de la hipotesis y su planteamiento
en lenguaje natural, identificacion de la prueba con el estadistico chi-cuadrada necesaria para
resolver el problema (bondad de ajuste, independencia y homogeneidad), la distribucion chi-
cuadrada, el estadistico y utilizar la probabilidad para interpretar el valor del estadistico.

Nivel 3 Al igual que el nivel anterior este también se considera pre formal, pero con un mayor grado
de formalidad. En este nivel se destacan los indicadores que refieren a las restricciones que
tienen las pruebas con el estadistico chi-cuadrada, al planteamiento de las hipotesis nula y
alternativa en lenguaje natural, aplicacion del estadistico chi-cuadrada con factor de
correccion de continuidad (cuando aplica), la significancia como un limite significativo, el
estadistico tedrico y una regla intuitiva para la toma de decisiones.

Nivel 4 Los indicadores de este nivel se corresponden con un razonamiento inferencial formal y se
destacan los indicadores para la toma de decisiones con el valor-p y el valor critico, que
incluyen nociones claves como el nivel de significancia y el nivel de confianza; planteamiento
de las hipdtesis con lenguaje estadistico, brindar una solucion en términos del problema y con
argumentos fundamentados estadisticamente. Ademas, indicadores para la validacion de la
inferencia realizada (e.g., error tipo I y tipo II, y potencia de la prueba).

Algunos atributos epistémicos correspondientes al estadistico #-Student, retomados de los
significados de este estadistico, que destacamos en la construccion de esta propuesta de niveles de
razonamiento inferencial son: (Nivel 1) el método de intercomparacion y de fluctuacion para identificar
la variacion interna de uno y dos conjuntos de datos, respectivamente; (Nivel 2) planteamiento de la
hipotesis en lenguaje natural, estadistico z-Student para una y dos muestras independientes, grados de
libertad, muestras independientes, media y desviacion estandar, la probabilidad para interpretar los
valores obtenidos con el estadistico ¢-Student; (Nivel 3) planteamiento de la hipdtesis nula y alternativa
en lenguaje natural, muestras dependientes e independientes, desviacion estandar agrupada, el error
estandar, grados de libertad, estadistico 7-Student para muestras independientes con n; # n, y 6 # o2
on, =n,yo? # o2, significancia como un limite y regla de decision intuitiva; (Nivel 4) planteamiento
de las hipoétesis en lenguaje simbolico, regla de decision, valor-p, valor critico (Lugo-Armenta y Pino-
Fan, 2021b).

Ademas, destacamos procesos de generalizacion internivel e intranivel; por ejemplo, los
procesos de generalizacion internivel se dan en el nivel 2.2 (ver Figura 1), que considera objetos
matematicos que se pueden aplicar cuando se trabaja con una muestra como el estadistico #-Student y,
en cambio, bajo los elementos del nivel 3.1 se puede trabajar con dos muestras que sean dependientes o
emparejadas. Asimismo, en el nivel 2.2, se trabaja con el estadistico #-Student, los grados de libertad y
la desviacion estandar agrupada, so6lo cuando n; = n,, mientras que en el nivel 3.1, se puede trabajar
sin la restriccion de la igualdad de los tamafios muestrales, es decir cuando nq; # n,. Un ejemplo de
proceso de generalizacion intranivel, en el uso del estadistico t-Student, se encuentra en el nivel 2.2 al
inicio se utiliza para una muestra y posteriormente podemos ver su uso para dos muestras que cuentan
con tamafos de las muestras y las varianzas iguales (considerando objetos matematicos propios de varios
significados).
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Tabla 2. Resumen de los niveles de razonamiento inferencial para el estadistico t-Student

Nivel 1 Los indicadores de este nivel se corresponden con un RII, buscan ir mas alla de las
interpretaciones de los datos y que se realicen conjeturas a partir de la visualizacion de
graficos (e.g., barras, boxplot, puntos y ojiva) y del tratamiento de los datos mediante técnicas
intuitivas (e.g., método de intercomparacion y de fluctuacion) para argumentar sobre la
variacion interna de uno o dos grupos de datos.

Nivel 2 En este nivel se destacan los indicadores relacionados con la identificacion de la prueba
paramétrica apropiada para analizar los datos (e.g., tipo de datos, problema y la logica de las
pruebas con el estadistico t-Student) y con la primera aproximacion a las pruebas con dicho
estadistico (prueba t-Student de la media de una muestra y prueba t-Student para dos
muestras); donde se destaca el estadistico t-Student para una muestra y para dos muestras
independientes, la distribucion, los grados de libertad, el error estandar e interpretar la
probabilidad como una medida de ocurrencia de que la diferencia de las medias se encuentre
fuera del rango =+t.

Nivel 3 Este nivel se considera pre formal, pero con un mayor grado de formalidad que el Nivel 2,
pues se pueden identificar rasgos tales como el planteamiento de las hipotesis nula y
alternativa en lenguaje natural, trabajar y comprender la significancia como indicativo del
nivel en el que la posibilidad del efecto debe recibir una consideracion seria, y la aplicacion
de una regla intuitiva para la toma de decisiones. Ademas, se destacan indicadores que refieren
a la generalizacion y restricciones de las pruebas del estadistico t-Student (muestras
dependientes, muestras independientes—MI con n; # n,, MIconn; # n, y 6 # 62 ocon
n, = n, y 0 # 0%, y Ml con coeficientes de regresion) y las implicaciones que tienen (e.g.,
estadistico, el error estandar y grados de libertad).

Nivel 4 Los indicadores de este nivel se corresponden con un RIF, con los cuales se busca que el
estudiante pueda realizar inferencias y valorarlas basado en la metodologia de pruebas de
hipotesis. En este nivel destacan indicadores sobre el planteamiento de las hipotesis nula y
alternativa con lenguaje simbodlico, los niveles de significancia y confianza, las reglas para la
toma de decisiones con el valor-p y el valor critico, dar respuesta al problema en términos del
contexto y valorar la inferencia realizada con base en el error tipo I y tipo Il y la potencia de
la prueba. Es imprescindible destacar, que mas alla de los aspectos técnicos es esencial el
razonamiento inherente de las pruebas de hipdtesis.

Cabe senalar que los niveles de la t-Student han sido experimentados con profesores de
matematicas, en donde se utilizaron para caracterizar el razonamiento inferencial mostrado en sus
practicas y para brindar directrices sobre como podrian fortalecer este tipo de razonamiento. Ademas,
en dicho estudio se evidencio la utilidad y validez de la propuesta de niveles (Lugo-Armenta y Pino-
Fan, 2022).

Propuesta General de Niveles de Razonamiento Inferencial

A partir de los puntos de encuentro o elementos clave que podemos observar tanto en los niveles
para la chi-cuadrada como para la #-Student (Lugo-Armenta y Pino-Fan, 2021b), presentados
previamente, y de la practica desarrollada por profesores para resolver problemas sobre estos estadisticos
(Lugo-Armenta y Pino-Fan, 2021a, 2022), desarrollamos una propuesta de niveles de razonamiento
inferencial en términos mas generales. Es preciso destacar que esta propuesta requiere que se utilicen
matices epistemologicos correspondientes al estadistico que se quiera trabajar.

En la Figura 1 presentamos la propuesta general de niveles de razonamiento inferencial, la cual
consta de cuatro niveles progresivos, los indicadores del primer nivel estan estrechamente vinculados
con un RII, mientras que los de segundo y tercer nivel presentan rasgos tanto de inferencia informal
como de inferencia formal, esto se da en distinta gradualidad y los hemos denominado pre formales. Por
su parte, los indicadores de cuarto nivel estan vinculados con el RIF. En los cuatro niveles se presentan
‘indicadores’ graduables en procesos de generalidad y formalizacion. Consideramos que esta propuesta
podria brindar un ‘camino’ para primero promover un RII en los estudiantes y posteriormente, sobre la
base de ese razonamiento los estudiantes puedan construir un RIF. Asi, esta propuesta nos permite dar
cuenta sobre una transicion continua desde un RII a un RIF.
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Nivel 1

Nivel 2

Nivel 3

Nivel 4

1.1 Visualizacién

2.1 Identificar la prueba
necesaria para analizar los datos

3.1 Restricciones de las
pruebas

4.1 Criterio para la toma de decisiéon

« A través de las caracteristicas
de las gréficas (c.g., forma,
dispersién, amplitud de los
cuartiles, mediana, scsgo,

«Reconoce el tipo de datos que
estd trabajando (e.g., se trata
de una muestra o de una
poblacién, son cualitativos o

6n) puede
conjeturas y dar respuesta al
problema  planteado.  Un
cjemplo del tipo de graficas:

, se clasifican de
acuerdo a una o dos variables,
tipo de muestreo y nimero de
muestras y tamaiio de la
muestra).

«Comprende el problema a
resolver.

« Comprende la Iégica de las
pruebas a aplicar.

«Es capaz de seleccionar la
prueba adecuada, aunque adn
no puede desarrollarla.

« Conoce y comprende las
implicaciones de las
limitaciones y/o restricciones
de las pruebas.

o Es capaz de hacer explicita la
hipétesis nula y alternativa
en lenguaje natural.

« Comprende y es capaz de
aplicar las ifi de

Valor-p

« Puede plantear la hipétesis nulay
alternativa con lenguaje simbélico.

« Conoce y comprende los valores
comunes del nivel de significancia.

« Comprende la relacién entre el
nivel de significancia () y el nivel
de confianza (1 — a).

las pruebas (como aplicar un
factor de correccién al
estadistico o calcularlo con
una desviacién estandar
agrupada).

« Conoce, y es capaz de
aplicar la regla de decisién. Si el
valor — p < a se rechaza Hy

Valor critico

o Es capaz de identificar y
comprende el valor tedrico del
estadistico, de acuerdo con a y gl.

« Puede representar gréficamente
las regiones de aceptacién y de
rechazo, y comprende sus
relaciones con el nivel de
confianza y la hipétesis nula.

« Conoce, comprende y es capaz de
aplicar la regla de decision.

« Es capaz de brindar una respuesta
al problema utilizando los
resultados de la pruebay realiza
argumentos con fundamentacién

1.2 Trabajar con datos

2.2 Una aproximacién a las
pruebas de hiptesis

3.2 Conexiones y argumentos

4.2 Errortipo | y II, y Potencia de la
prueba

« Para realizar conjeturas
(inferencias informales) a
partir de uno o dos grupos
de datos, el estudiante es
capaz de analizarlos con las
herramientas de estadistica
descriptiva y de
probabilidad.

« Comprende conceptos
basicos de estadistica
descriptiva y probabilidad.

«Es capaz de identificar la
hipétesis nula que se
encuentra implicita en el
problema.

«Conoce la distribucién con la
que va a trabajar.

«Calculay comprende qué
indica el estadistico.

«Calculay comprende los
grados de libertad.

« Comprende la significancia.
« Es capaz de identificar el

« Comprende cuindo se comete el
error tipo 1 y el tipo Il y la
ili de S

valor tedrico del x
con respecto a cierta Py gl. Y
lo compara contra el valor
del estadistico calculado.

« Es capaz de aceptar o
rechazar la hipétesis nula (y
comprende lo que significa)
bajo el contraste con un

o Utiliza la tabla de pr
de dicha distribucién para

limite ido como

« Logra , con base

la pr y
puede interpretarla como una
medida de ocurrencia, por
medio de la cual da solucién al
problema.

en la significancia por qué
acepta o rechaza la hipétesis
nula.

« Es capaz de conectar los
resultados de la prueba con
el contexto del problema.

P lRechazar HolHy 1-
es verdadera
p [No rechazar Hano] g
es falsa
 Es capaz de calcular la probabilidad
de tomar la decisién correcta
cuando H, es verdadera y cuando
H, es falsa.
© Comprende las relaciones entre el
Error tipo I y el Error tipo II.
« Comprende la potencia de la prucba
es capaz de calcularla
[Decidir H,|H,
P [ eriaatns) =18
* Puede argumentar sobre la validez
de la inferencia realizada.

PARTICULAR

Figura 1. Propuesta general de niveles de razonamiento inferencial

CONCLUSION

Hemos informado parte de un estudio mas amplio que estamos llevando a cabo sobre el
razonamiento inferencial y su transicion de lo informal a lo formal. Para este manuscrito, nos
propusimos presentar sucintamente una propuesta de niveles de razonamiento inferencial sobre los
estadisticos chi-cuadrada y #-Student y, a partir de dicha propuesta, construir de forma general los niveles
progresivos, de lo informal a lo formal, de razonamiento inferencial.

Nuestra propuesta de niveles ha incluido matices epistemologicos de los estudios histéricos,
para el trabajo con algunas nociones clave de la inferencia, tales como las hipotesis nula y alternativa,
el valor-p y la significancia, para las cuales la literatura ha reportado dificultades de estudiantes y/o
profesores en su estudio. Por ejemplo, se plantea trabajar en tres momentos con las hipotesis: en un
primer momento, se identifica la hipotesis que se encuentra implicita en el problema y se hace explicita
por medio de un lenguaje natural; en un segundo momento, se plantean las hipotesis nula y alternativa
en lenguaje natural; y en un tercer momento, se trabaja con las hipotesis nula y alternativa en lenguaje
simbodlico y estadistico. La propuesta de niveles también plantea trabajar la nocion de significancia en
dos momentos: en el nivel tres, se trabaja con la significancia como indicativo del nivel en el que la
posibilidad del efecto debe recibir una consideracion seria (como un limite significativo); en el nivel 4,
se trabaja con el nivel de significancia, el cual, ademas de proporcionarle un punto critico o limite para
la toma de decisiones, se puede interpretar como probabilidad de concluir que existe una desviacion o
diferencia cuando en realidad no existe. También se propone trabajar progresivamente el valor-p en tres
momentos: en un primer momento, trabajar con la probabilidad como una medida de ocurrencia en
términos del contexto; en un segundo momento, se sugiere relacionar la nocion de probabilidad con la
de significancia (como limite) y una regla intuitiva para la toma de decisiones; en el tercer momento, se
destaca el valor-p como como una medida (probabilidad) de que el valor del estadistico calculado sea
posible dada la hipotesis nula y el uso que se le otorga junto con el nivel de significancia en la regla para
la toma de decisiones. Trabajar estas nociones en los momentos propuestos podria ayudar en la
comprension, de forma progresiva, tanto del valor-p, de las hipdtesis y la significancia como de los
diversos conceptos y propiedades que se encuentran involucradas en las pruebas de hipotesis.
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Consideramos que los niveles de razonamiento inferencial propuestos pueden ser utilizados
como predictores del razonamiento inferencial en diversos momentos de la ensefianza y los estimamos
como una herramienta util para la planeacion de clases y el disefio de tareas que permitan promover un
razonamiento inferencial de forma progresiva, desde lo informal a lo formal. Finamente, la propuesta
de niveles, que se realizo en términos mas generales, es una primera aproximacion a una propuesta de
niveles de razonamiento inferencial, los cuales podran ser ampliados o complementados, por ejemplo,
con el estudio de otros estadisticos como los estadisticos de prueba z y F'y de las pruebas de hipotesis a
los intervalos de confianza, asi como de otras nociones clave de la inferencia.
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