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Un aspecto de interés en la formacion docente es el desarrollo de conocimientos y competencias que
permitan organizar la ensefianza y la propuesta de acciones para superar las dificultades que
encuentran los estudiantes. La no reversibilidad de los fenomenos aleatorios, la determinacion del
espacio muestral y los distintos significados asociados a la probabilidad, entre otros, generan ciertos
sesgos que dificultan la adquisicion de un adecuado razonamiento probabilistico. En el presente trabajo
nos proponemos explorar y caracterizar las formas de actuacion de futuros profesores de Educacion
Primaria al enfrentarse a situaciones en las que se abordan los errores de estudiantes ficticios frente a
una tarea de juego equitativo.

INTRODUCCION

Diversas investigaciones y propuestas curriculares defienden la necesidad de incluir el estudio
de la probabilidad desde los primeros niveles educativos (Alsina & Vasquez, 2016; Batanero et al., 2021;
Gal, 2005; National Council of Teachers of Mathematics, 2000; National Governors Association Center
for Best Practices & Chief Council of State School Officers, 2010;), persiguiendo el progresivo
desarrollo del razonamiento probabilistico por medio de experiencias estocasticas proximas al
estudiante. Sin embargo, las caracteristicas especificas de la probabilidad suponen retos especiales tanto
para alumnos como para profesores (Batanero et al., 2016). Investigaciones recientes evidencian que
muchos de los futuros profesores muestran sesgos en el razonamiento probabilistico, similares a los
presentados por los estudiantes (Batanero et al., 2015; Chernoff & Russel 2012; Gea et al., 2017; Gomez
et al., 2013; Ortiz et al., 2012; Prodromou, 2012). Algunas de estas investigaciones resaltan que los
profesores en formacion o en ejercicio presentan dificultades con la nocion de esperanza matematica y
la diferenciacion entre juegos equitativos y no equitativos, reflejando ciertas limitaciones en el uso del
razonamiento proporcional (Vasquez & Alsina, 2017) con objeto de determinar el valor esperado de
ganancia que permite convertir un juego, a priori no equitativo, en un juego equitativo (Batanero et al.,
2015). De igual forma, se han resaltado las limitaciones que presentan los futuros docentes al explicar
de manera pertinente las posibles razones de los errores observados en las respuestas de alumnos (Ortiz
etal., 2012). Ante esta situacion, se hace necesario caracterizar el conocimiento profesional del profesor
para ensefiar estos temas y disefiar materiales adecuados que garanticen la correcta formacion de los
profesores (Batanero et al., 2016). El presente trabajo pretende evaluar los conocimientos didactico-
matematicos de maestros en formacion para interpretar las respuestas de alumnos ficticios a una tarea
de probabilidad que involucra la idea de juego equitativo y proponer estrategias que ayuden a los
alumnos a superar las dificultades que los llevaron a dar una respuesta inadecuada.

FUNDAMENTACION TEORICA

Para afrontar el estudio de los conocimientos y competencias didactico-matematicas del
profesor, nos posicionamos desde la perspectiva del modelo de categorias de Conocimientos y
Competencias Didactico-Matematicas (en adelante CCDM) del profesor de matematicas (Godino et al.,
2017) desarrollado en el marco del Enfoque Ontosemidtico (EOS) del conocimiento y la instruccion
matematicos (Godino et al., 2017). En el modelo CCDM se asume que el profesor debe tener un
conocimiento matematico que coordine el conocimiento matematico comun relativo al nivel educativo
donde imparte su docencia (compartido con sus estudiantes y suficiente para resolver los problemas y
tareas propuestas en el curriculo), con el conocimiento ampliado del contenido matematico que permita
conectar el contenido de estudio con otras nociones que aparecen en el curriculo del nivel educativo en
cuestion o con nociones matematicas subsecuentes. De igual forma, a medida que se ponga en juego
algin contenido matematico, el profesor debe tener un conocimiento especializado o didactico-
matematico de las distintas facetas que afectan a la planificacion y gestion de un tema especifico:
epistémica (comprender y movilizar la diversidad de significados parciales de un objeto matematico
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especifico, resolver una tarea a través de diferentes procedimientos, proporcionar varias justificaciones
e identificar el conocimiento involucrado durante el proceso de resolucion de una tarea matematica),
ecologica (orientar las tareas de acuerdo con el curriculum institucional obligatorio), cognitiva
(comprender el pensamiento del estudiante, reconocer las dificultades y errores que surgen en el proceso
de resolucion de problemas), afectiva (reaccionar a la angustia, indiferencia, enfado, etc., manifestado
por los estudiantes), interaccional (identificar y responder a los posibles conflictos en el proceso de
ensefianza y aprendizaje) y mediacional (elegir los recursos mas adecuados para la instruccion).

Ademas de disponer de estos conocimientos, el modelo CCDM propone que el profesor debe
ser competente para abordar los problemas didacticos presentes en los procesos de ensefianza y
aprendizaje. Solventar eficazmente situaciones reales, supone, en particular, la capacidad para analizar
e interpretar las respuestas de alumnos a tareas matematicas, identificar objetos matematicos emergentes
en las practicas matematicas y tomar decisiones adecuadas que aprovechen el potencial matematico de
las estrategias erroneas o inesperadas.

METODO

Para llevar a cabo el estudio, contamos con la colaboracién de 116 estudiantes del Grado de
Educaciéon Primaria (en adelante EPM), de una universidad espafiola durante el curso académico
2020/21. La investigacion se enmarca dentro del paradigma cualitativo permitiéndonos analizar,
explicar e interpretar las respuestas de los EPM a una tarea que involucra la idea de ganancia en juego
equitativo. Los participantes debian analizar las respuestas de cuatro alumnos (ficticios) de Educacion
Primaria y posteriormente, para cada respuesta incorrecta, describir como explicarian a los alumnos el
error cometido y como resolverian las dificultades encontradas.

e Tarea. Marta y Pedro juegan a los dados. Marta gana 1 euro si en el dadosale 364 65 6 6. Siel
resultado es 1 6 2, Pedro gana una cierta cantidad de dinero. ;Cuanto debe ganar Pedro cuando le
sale 1 6 2 para que el juego sea justo o equitativo?

e Luis: Marta tiene 4 oportunidades mas, o sea, que considero justo que sean 5 euros los que gane
Pedro.

e Maria: Para que sea justo, Pedro debe ganar 4 euros porque Marta tiene 4 veces mas posibilidades
de ganar que él.

e Pepe: Como Marta tiene el doble de posibilidades de ganar que Pedro, a Pedro le tienen que dar el
doble de dinero para que el juego esté equilibrado.

e Emilia: El juego nunca puede ser justo, porque la probabilidad de que gane Marta es de 4/6 y la de
que gane Pedro es de 2/6.

Observamos que la inica respuesta correcta es la de Pepe ya que reconoce que uno tiene el doble
de posibilidades de ganar que el otro y por tanto, el premio del segundo debe ser el doble que el premio
del primero para que el juego sea equitativo. Luis indica errdbneamente que las posibilidades de ganar de
un jugador son “4 mas” que las del otro; parece aplicar una comparacion aditiva con respecto a las
posibilidades de ambos jugadores, pero no identifica correctamente los casos favorables al segundo
jugador. Maria podria haber identificado erroneamente los casos favorables o haber establecido
incorrectamente la relacion multiplicativa entre los casos favorables de ambos jugadores. Finalmente,
Emilia calcula y compara implicitamente las probabilidades de ganancia para afirmar que el juego no
puede ser nunca justo porque estas son diferentes. En este caso, se observa que se esta ignorando el
papel que desempeifia el premio para compensar proporcionalmente las posibilidades de ganar y lograr
un juego equitativo.

El equipo investigador realizé un analisis de contenido de las respuestas dadas por los
participantes a la tarea propuesta. El analisis descriptivo de los informes de los futuros profesores fue
realizado de manera independiente por las investigadoras y contrastado después para discutir
discrepancias y consensuar las categorias resultantes del analisis. Una primera categoria de analisis a
priori considera si los EPM identifican adecuadamente la correccion de las respuestas de los alumnos
ficticios. Como categorias emergentes surgen las relativas a los tipos de errores reconocidos como
causas de estos y las propuestas de estrategias para superarlos.
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RESULTADOS

En primer lugar, los EPM debian reconocer qué estudiantes ficticios daban una respuesta
incorrecta, considerando las intuiciones o posibles estrategias que habian conducido a cometer ese error.
Observamos que todos los EPM identifican la respuesta de Luis como incorrecta. La mitad de los
participantes identifica como inadecuada la respuesta de Emilia y un 70.0% considera erronea la de
Maria. So6lo un 20.0% valora la respuesta de Pepe como incorrecta.

A partir de las respuestas dadas, se delimitan las siguientes categorias en la identificacion de
intuiciones tras los errores de los alumnos.

o Eljuego nunca puede ser justo. Respecto a la identificacion de las estrategias o intuiciones tras los
errores, los que consideran incorrecta la respuesta de Pepe, opinan que, si el nimero de casos
favorables a uno de los jugadores es mayor que el nimero de casos favorables al otro jugador, el
juego siempre sera injusto. Por ejemplo, EPM44 inicialmente sefiala que “Pepe realiza un buen
razonamiento al pensar que como tiene dos posibilidades mas que Pedro, a €l se le tiene que dar el
doble de dinero del que recibe ella,” sin embargo, afade que “seguiria sin ser justo y equitativo
porque hay mas probabilidad de que salgan los nimeros de Marta mas veces que los de Pedro.”

e Considerar solo los casos favorables o las probabilidades de un jugador. En el caso de Luis y
Maria, los EPM sefialan, de manera mayoritaria, como origen del error, no considerar los casos
favorables o la probabilidad de ganar de Pedro. Por ejemplo, EPM14 indica “Luis y Maria han
contado el nimero de probabilidad que tiene Marta, sin tener en cuenta el nimero de probabilidades
que tiene Pedro.”

e No comparar los casos favorables o las probabilidades. Se contemplan aquellas respuestas en las
que no se establece una relacion entre las probabilidades o entre los casos favorables de ambos
jugadores. Por ejemplo, EPM58 sefiala que “[Luis] no ha comparado las cantidades [de casos
favorables] ya que solamente ha tenido en cuenta que Marta tenia 4 oportunidades, pero no que
Pedro tenia dos.”

o Ignorar la influencia del premio en la equitatividad del juego. En el caso de Emilia, los participantes
encuentran que su error procede de no tener en cuenta la influencia del premio en la equitatividad
de un juego. Asi, EPM41 indica “el error esta en la creencia de que no existe ningiin modo de hacer
el juego justo y equitativo ya que [Emilia] inicamente se fija en la posibilidad de que salgan esos
numeros y no en su valor [del premio.”

En la Tabla 1 se muestran las frecuencias asociadas a las categorias descritas previamente y
aquellas respuestas en las que se ha realizado una explicacion genérica sobre el error cometido por el/la
estudiante ficticio o que no llegan a ofrecer justificacion alguna sobre la decision tomada. Observamos
que todos los EPM que identifican la respuesta de Pepe como incorrecta, basan el error en el hecho de
que el juego no puede ser justo, independientemente del premio recibido y de la probabilidad de cada
uno de los jugadores. De igual forma, se observa que el 60% de los que consideran incorrecta la respuesta
de Emilia, atribuyen dicho error como una consecuencia directa de no considerar el premio en la
resolucion del problema. En el caso de la respuesta dada por Luis y Maria, aproximadamente el 18% de
los EPM resaltan que el error proviene solamente de centrar la atencioén en un Unico jugador y casi un
cuarto de estos lo asocian a no realizar un estudio comparativo entre las probabilidades asociadas a cada
jugador o los casos favorables de cada uno de ellos. Destacamos el nlimero tan elevado de participantes
que no concluyen correctamente o que no acompafan su respuesta con una justificacion de la decision
tomada. Estos resultados muestran las limitaciones que presentan los futuros docentes cuando deben
justificar el motivo por el cual el alumno o la alumna proporciona una respuesta incorrecta.

Tabla 1. Distribucion de las intuiciones existentes tras los errores de los alumnos

Categorias Luis Maria Emilia Pepe
El juego nunca puede ser justo 0 0 0 16
Consideran los casos favorables o las probabilidades de un solo jugador 18 22 0 0
No comparar los casos favorables o las probabilidades 17 21 0 0
Ignorar la influencia del premio en la equitatividad del juego 0 0 36 0
No concluyente 68 48 36 1
No ofrecen justificacion 6 7 5 6
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A partir de este analisis, los EPM debian proponer estrategias para ayudar a cada alumno a
comprender su error y ayudarle a superarlo. Se han encontrado las siguientes categorias de propuestas
de intervencion:

e Apoyo en la solucion experta. Se propone contar con el apoyo directo del docente mediante la
realizacion de la tarea en la pizarra por parte de este o bien, realizar una nueva lectura con su ayuda,
con objeto de solventar los errores de los estudiantes. Por ejemplo, EPM86 indica “lo realizaria paso
apaso en la pizarra haciendo hincapié [en aquellos pasos en] donde mas fallos se hayan encontrado.”

e Platear situaciones-problemas similares. Se sugiere el empleo de nuevos problemas y situaciones
mas faciles o similares a la propuesta en la tarea para mejorar su comprension. Por ejemplo, EPM54
afirma que “formularia otro ejemplo parecido donde podrian dar una respuesta similar.” Esta
actuacion esta estrechamente relacionada con la metodologia basada en el método heuristico de
Polya (1965) para el aprendizaje de la resolucion de problemas matematicos.

e FExplicacion del error. Se propone como estrategia explicar al estudiante el error que ha cometido,
aunque la mayoria de ellos no detalla tal explicacion. Aquellos participantes que precisan de algin
modo la explicacion que consideran necesaria, fijan la atencién en que la consecuencia de la
asignacion de un determinado premio hace que el juego no sea justo. Por ejemplo, EPM65 indica:
“También le explicaria la injusticia que estaria cometiendo con su respuesta. Ya que no seria justo
que Pedro gane 5€ mientras que Marta solo 1€. Estaria ganando 5 veces mas.”

o Uso de representaciones, materiales o simuladores. Se propone recurrir a herramientas que
permitan que el alumnado tenga un acercamiento mas natural a la tarea. Por ejemplo, se sugiere
emplear materiales manipulativos (mayoritariamente dados, pero también cartas o monedas) y, en
algunos casos, se enfatiza su uso para la realizacion de simulaciones del experimento. El uso de este
tipo de herramientas permite la preparacion del estudiante para la comprension de los conceptos que
posteriormente formalizara. Por ejemplo, EPM73 plantea que “cogeria un dado y lo tirariamos al
azar unas cuantas veces para que el alumnado vaya apuntando los resultados que van saliendo.” De
igual forma, se resalta la importancia de apoyarse en representaciones iconicas o graficas que
describan la situacion-problema propuesta. Destacamos que, aunque gran parte de los EPM
proponen el uso del diagrama de arbol, esta no es una representacion pertinente para el caso que se
esta abordando.

e Reforzar explicacion de conceptos y propiedades. Se indica como estrategia metodologica la
explicacion de ciertos conceptos probabilisticos (casos favorables, casos posibles, doble, mitad) o
propiedades (la regla de Laplace en su mayoria). Por ejemplo, se destaca reforzar el concepto de
juego justo (“A Maria, Luis y Pepe, les explicaria primero el significado de justo y equitativo ya que
puede ser que desconozcan su significado” EPM4) y la proporcionalidad (“Para que los alumnos
entendieran qué es la proporcionalidad, les pondria un video donde se habla de la proporcionalidad
mediante situaciones reales”, EPM100).

La Tabla 2 resume el numero de respuestas que han sido clasificados en cada una de las
categorias descritas previamente y su respectivo porcentaje respecto del total de participantes.
Aclaramos que en ocasiones las respuestas de los EPM se clasificaron en mas de una categoria. Tres
cuartas partes proponen considerar como principal propuesta de intervencion aquella en la que el docente
dirige la resolucion de la tarea, dejando de lado su actuacion como guia en el proceso de tratamiento del
error. Concretamente, el 62.1% resalta la necesidad de que sea el docente el encargado de realizar de
una forma detallada la actividad centrandose y resaltando los errores observados en sus estudiantes y un
12.9% recomienda la realizacion de una nueva lectura del problema. Estos tipos de propuestas son mas
frecuentes en aquellos casos en los que los futuros docentes no detectan o delimitan correctamente el
error o la dificultad que ha presentado el alumno, considerando que la resolucion de la tarea por parte
del docente implica un mayor entendimiento de esta por parte del discente.

De igual forma, se observa que la segunda estrategia mas recomendada es la realizacion de
actuaciones basadas en el uso de material manipulativo, simulaciones y representaciones. EPM52
consideran adecuado recurrir a materiales manipulativos, 19 resaltan la importancia de apoyarse en
representaciones iconicas o graficas y 29 hacen referencia a realizar en el aula alguna simulacion del
juego. Senalamos que, el empleo de la simulacion, aunque inicialmente puede ser una estrategia que
aproxime al alumno a la comprension de las nociones probabilisticas implicadas, puede conllevar la
aparicion de nuevos sesgos. En efecto, es preciso tener en cuenta que el estudio de las frecuencias
relativas da una estimacion de la probabilidad, variando su valor en cada una de las realizaciones del
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experimento. Este hecho solamente ha sido mencionado por 9 de los que han propuesto dicha estrategia,
sefalando la necesidad de repetir los lanzamientos varias veces.

En menor medida se contempla la necesidad de recurrir a la explicacion del error y la realizacion
de situaciones-problemas con caracteristicas similares a la tarea planteada. Solamente un 9.5% destaca
la importancia de abordar algunos de los conceptos probabilisticos y/o propiedades que intervienen en
la resolucion de la actividad.

Tabla 2. Frecuencias y porcentaje de total de participantes en las categorias de propuestas de

intervencion
Categorias Frecuencia Porcentaje
Apoyo en la solucién experta 87 75.0
Platear de situaciones-problemas similares 16 13.8
Explicacion del error 28 24.1
Uso de materiales o representaciones 71 61.2
Reforzar explicacion de conceptos y propiedades 11 9.5
Total 213

CONCLUSIONES

En este trabajo hemos pretendido informar de los conocimientos y competencias de un grupo
de estudiantes para maestro de primaria en la interpretacion de las respuestas de alumnos a una tarea de
juego equitativo y proponer estrategias destinadas a solventar los errores que estos cometieron. Expresar
“juicios”, es decir interpretar si son correctas o no las respuestas de alumnos de primaria e interpretar
las intuiciones que motivaron sus errores forma parte de la faceta cognitiva del conocimiento didactico-
matematico del profesor de matematicas (Godino et al., 2017). Asi mismo, proponer estrategias para
solventar dificultades, requiere de conocimientos de la faceta instruccional (interaccional, mediacional).
Estos conocimientos soportan la competencia de intervencion y gestion didactica del profesor, que le
permite abordar los problemas didacticos basicos que estan presentes en la ensefanza.

Los resultados muestran las dificultades de los futuros maestros para identificar los errores en
las soluciones incorrectas y para elaborar propuestas de estrategias didacticas significativas que permitan
ayudar a solventar dichos errores. Son escasos los participantes que tienen en cuenta los errores
identificados para sugerir como superarlos. Asi, la mayoria propone estrategias de forma genérica
(destacando la resolucion colaborativa con el docente y la confrontacion de su solucion con la experta),
sin identificar la especificidad de las distintas respuestas. Esto coincide con lo sefialado por Fernandez
et al. (2018) quienes en su investigacion encuentran que “los profesores en formacion suelen centrar sus
decisiones en los procedimientos generales de ensefianza sin tener en cuenta el progreso conceptual de
los alumnos” (p. 64). Por otro lado, las limitaciones mostradas por los futuros docentes para identificar
el papel del razonamiento proporcional en la equitatividad de un juego sugieren la necesidad de
equilibrar y articular la instruccion sobre la probabilidad con la instruccion sobre el razonamiento
proporcional (Begolli et al., 2021).

Decidir como actuar en funcion de la comprension de los alumnos es una competencia dificil
de lograr. Como sugieren Fernandez et al. (2018), facilitar a los futuros maestros una guia que les
permita centrarse en los aspectos matematicos relevantes de las respuestas de los alumnos podria
ayudarles a responder en funcion de la comprension de estos. Se trata de proporcionar a los futuros
profesionales de la ensefianza un lenguaje didactico-matematico que les permita describir el
pensamiento matematico de los alumnos aportando evidencias que apoyen sus interpretaciones. En este
sentido y a la luz de nuestros resultados, creemos necesario incluir en los planes de formaciéon de
profesores la identificacion de objetos matematicos en las practicas matematicas y la prevision de
dificultades, como primer momento de reflexion previo a la interpretacion de respuestas de alumnos y
propuesta de toma de decisiones de accion. Se pretende garantizar un desarrollo de manera articulada y
completa de sus conocimientos y competencias didactico-matematicas sobre razonamiento
probabilistico.
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